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Estrutura de classes

Suponha que (X,) ~ CM(-, P) no espago de estados S.
Dados x,y € S, dizemos que x alcanga y, notagdo: x — y, se

P, (Xn = y para algum n>0) > 0.
E dizemos que x e y se comunicam (ou x se comunica com y),

notacdo: x <> y,se x >y ey — X.
Obs. Note que x — x, e logo x <> x, x € S.

Teorema. Para x,y € §, x # y, sdo equivalentes:
(i) x = y;
(i)In>1exp,xi,...,xn €S, cOm xg = x e x, =y, tal que

Pxoxl"‘Px

n

X 0;

(iii) P'Y) > 0 para algum n > 1.



Estrutura de classes (cont.)

Dem. (i = iii) Por subaditividade:
0
Y no1 Px(Xn = y) 2 Pe(Un>1{Xn = y}) > 0 = (iii)
(i = i) PuXo=y)

= Z Pu(Xy = x1,..., Xoe1 = Xp—1, Xp = ¥)
X1yeeey Xp—1E€S

. (iii)
(:) Z PXX1""DXn71y > 0:>(“)

X1,y Xn—1ES
(ii = i) De (ii) e (*) segue que Py (X, = y) > 0; logo

PX(U321{Xg = y}) > PX(X,, = y) > 0. ]



Estrutura de classes (cont.)
Proposicao. <> é uma relacdo de equivaléncia em S.
Dem. 1) x <> x, como ja tinhamos observado. (Reflexividade)

2)Sex<ryey<>z entdo Im,n>0tq PHP), > 0.

LOgO,
+ Chapman-Kolmogorov
mez n X § : pm pn - pmpn >07

xw' wz = U xy' yz

e, portanto, x — z. wes

Similarmente, z — x, e x <> z. (Transitividade)
3) E ébvio que x <+ y = y <> x. (Simetria) O
Logo, <+ particiona S em classes de comunicagdo — elementos de
uma mesma classe se comunicam (entre si), mas ndo se comunicam com

elementos de outras classes (entretanto, ndo se descarta que possam
alcancar elementos de outras classes).

Diremos que uma classe C de S é fechada se, dados x € C e
y €S, sex—y,entdoy €C.



Exemplo S=1{1,2,3,4,5,6}

1/2 1/2 0 0 0 0 1 4
0 0 1 0 0 0
p_ |13 0 013 130 \
0 0 0 1/2 1/2 0 //////»\\\\\\\
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 , 5<::::::i:::>6

(No diagrama acima, pomos uma seta apontando de x a y se e sé se Py, >0, x # y.)
Classes (de comunicagdo): {1,2,3}, {4} e {5,6}.
{5,6} é a tnica classe fechada.

Defini¢bes

Dizemos que x € S é absorvente se {x} for uma classe fechada

(& Py = 1); exemplos: 0 no processo de ramificacdo; 0 e N na ruina do
apostador.

Uma CM para a qual S é uma classe é dita irredutivel

(& x+yVxyes).



Grafo de uma Cadeia de Markov

Muitas vezes, como fizemos no exemplo anterior, é conveniente
considerar/desenhar o grafo de uma Cadeia de Markov, obtido a partir da
matriz de transicdo P.

Lembremos que um grafo é constituido de um conjunto de vértices (ou
sitios) V e de um conjunto de arestas (ou elos) A.

As arestas podem ser vistas como pares de vértices, e podem ser
orientadas (quando a ordem do par importa) ou ndo (quando a ordem do
par ndo importa).

No caso da CM(-,P) em S, o conjunto de vértices é o espaco de estados
S e o conjunto de arestas orientadas sdo os pares (x,y) tais que x,y € S
e Py, > 0 — nesse caso, podemos pensar na aresta como orientada (ou
indo) de x a y.

Obs. Uma anélise do grafo da Cadeia de Markov é o suficiente para
determinar-lhe a estrutura de classes. De outro modo, basta analisar que
entradas de P s3o nulas e quais sdo ndo nulas — o particular valor nao
nulo da entrada n3o é relevante para determinar a estrutura de classes.



Tempo de chegada e Probabilidade de absorcao

Seja X ~ CM(+,P). Dado A C S, o tempo de chegada de X em A
éav.a.
HA =inf{n>0: X, € A} (conv: infl) = o0)

Seja h) = P, (HA < o0) = P, (X atinge A).

Quando A for uma classe fechada, diremos que hf éa
probabilidade de absorcdo em A (saindo de x).

Seja k! = Ex(HA) = E,(tempo de chegada em A).



Exemplo

P=
0 1/2 0 1{2 é‘) Q fA)

Sejam hy, = P,( atingir 4) e kyx = E,(tempo de chegada em
{1,4}). Temos:
h1:0, h4:1, k1:k4:0,e
h2:%h1+%h3 k2:1+%k1+%k3
hs=3hy+1h ks=1+3k+ 3 ke

s ko = kg = 2.

WIN

Segue que hy = % hs =



Teorema |

As probabilidades de chegada h* = (h2) = (h?, x € §) sdo a
solu¢do minima nao negativa do sistema de egs lineares

W = { 1, x €A
Y es Pofy x @A
Obs. 1) f, =1 é sempre sl¢ de (x);
2) se hf < 1 p/algum x € S, entdo (*) tem mais de uma sl¢ nneg.
3) se 2 =1 e (f) limitada for uma sl¢ nneg de (),
entdo f, = hf = 1.

Dem. Primeira/e, notemos que as probs de cheg satisfazem (x) —
basta condicionar em Xj e observar que, por Markov,
Py (HA < 00| X1 = y) =P, (HA < ), x ¢ A.

Suponha agora que () satisfaca (). Entdo, f, = h2* = 1 para
todo x € A.



Dem. (cont)

Se x ¢ A:
fy
—
o= ZyeA Py + Zy¢A 'DXYZ Pyt
zeS
= PX(HA = 1) + Z PXy Z Pyz + Zy,z%A ny'Dyzfz
y¢A z€eA
Py (HA=2)
= 27:1 PX(H ) + le Xn@EA XX1 e Panlx,, fx,,

~—~—
>0

>P(HA<n), n>1

Logo, £ > lim,_oo Px(HA < n) = P (HA < 00).
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Ruina do apostador

S=N; Py =1, Px,x—l-l =p=1-— PX,X—].y x>1 pe (0, 1)

1
O Java
) x-1 x x+1

0 ¢ absorvente. Seja h, = P,( atingir 0), x € N.
Neste caso, () toma a seguinte forma.
ho=1; hy =phxt1+qhe_1,g=1—p.

Se p# q (p # 1/2), a eq de diferenga acima tem sl¢ geral dada por
hy = A+ BX\* para A, B constantes, onde A\ = q/p.
1) Se p < 1/2 (jogo desfavoravel), entdo \* — oo qdo x — o0.

Como hy € [0,1], temos que B =0, e entdo A = hy = 1. Logo,
h, = 1 neste caso.
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Ruina do apostador (cont.)

2) Se p > 1/2 (jogo favoravel), entdo \* — 0 qdo x — co. Como
hy € [0,1], temos que A € [0,1]. De A+ B = hy = 1, segue que
B=1—Aeh=A+(1-AN=A(1-X\)+ )\

Concluimos que a sl¢ minima corresponde a A =0, e logo

he = N = (g)x,xeN.

3) Se p = 1/2 (jogo justo), entdo a sl¢ geral de (x) é hy = A+ Bx,
e da limitacdo de hy, temos novamente B=0e A=1: hy =1.

Obs. Veja o ex. da cadeia de nascimento e morte no livro.

1
O ava
0 x-1 x x+1
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Tempos de chegada esperados

Teorema |l

Os tempos de chegada esperados k* = (k£') sdo a solu¢do minima
nao negativa do sistema de eqs lineares

0, x € A (1)
(=) & =414 Y es Py gy x¢A (i)
(y¢A)

Dem. Vamos primeiro verificar que k* satisfaz (+*):

(i) é dbvio; se x ¢ A, entdo

K =E(HA) = cs Ex(HAX1 = y) Py = 1+ 3 c5 Pk
—_——
Markov: 1+E, (HA)

Se g, satisfaz (x*), entdo, para x € A, gx = k2! = 0.
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Dem. (cont)

Se x ¢ A:
&y
g =1+, 0aPo (14> Pre:)
z¢A
=14+ P(HA>2)+ Y Py P+, wonPoPrzPovgn
yEA zgA
P, (HA>3)
= 27:1 PX(HA > i) + le,...,xn¢A P+ Py 130 8xn
>0
>3 Py(HA>0), n> 1.
Logo, gx > Y0 P (HA > i) = Ex(HA). O
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Ruina do apostador

p <1/2; ke =E,(H®), x>0;
(**) ko=0, ke =14+ qkg—1+ pksy1, x > 1.

Se ki < oo, entdo, indutivamente a partir de (x%): ky < 00, x > 2.

1) Se p =1/2, supondo kj < oo, fazendo Ay = ky — kx—1, temos
de (x*): Ay =24 A,41; iterando,

Ay=A0A1 —2(x—1)=k —2(x—1), x> 1. (%)
Note, no entanto, que A, tem que ser > 0 para todo x > 1.
Tomando x bastante grande, temos entdo uma contradi¢cdo, o que
nos leva a conclusdo de que k; = o0, e logo ky = oo Vx > 1.
(Alternativa/e: de (xxx), temos que

ke =35 18y = kix — (x = 1)x = x(k1 — x + 1),
que se torna < 0 para x grande, o que é absurdo, e concluimos que
ke = 00 Vx > 1.)
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Ruina do apostador (cont.)

2) p<1/2. Supondo ki < 00: Axi1 = AA, — %, x>1 (%)
Sl¢ geral de (x): Ay = AN+ B, x > 1; subst em (x):

1 1

B: =
g—p 1-2p

Como A, > 0, temos que A > 0, e logo a sl¢ minima positiva de
(#*) corresponde a A = 0:
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Propriedade Forte de Markov
Propriedade de Markov de dada (X,): V¢ > 1, n > 0 fixos
P(Xote = | Xi, 0 < k < n) = P(Xnpe = -[Xn) = Px, (X = ),
onde Px, (X¢ = -) = Pu(Xe = -)|x=x,-

Extensdo para tempos T aleatérios (va's inteiras ndo negativas no
mesmo espaco de probabilidades que (X,)):

P(X74e =X, 0 < k < T) =Px, (Xe =) (1)
2 3

1
1 /1/2 1/2 0
N3o pode ser vélido em geral; exemplo: P = 2 ( 0 1/2 1/2),
3\0 1/2 1/)2
T=sup{n>0:X,=1} (convengdo: supf) = 0)
... tempo da dltima visita a 1. (Obs. P(T < x0) =1)
Supondo 3 =P(Xp =1) =1, como X7 =1 (qo):
P(X711 =1 X, 0< k< T)=0+£1/2 = Pyy.

Precisamos de condi¢des sobre T para a validade de (7).
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Tempos de parada

Dado um espago de probabilidades (2, 7, P) onde haja uma
sequéncia X = (X;,)nen de varidveis aleatdrias, e uma varidvel
aleatéria T € NU {oo}, dizemos que T é um tempo de parada
(TP) para X, se para cada n € N

o evento {T = n} ndo depender de {X,11, Xnt2,...}*

Exemplos. (Suponhamos que para todo n > 0, X, € S enumeravel)

1) Tempo de 1? passagem: dado x € S, seja
Te=inf{n>1:X,=x}.
Entdo {Tx =1} = {X; = x}, eparan>2
{Te=n}={X1 #x,..., X1 # x, Xn = x};
logo, Tx é um TP.

Obs. Sob P, também chamamos T, de tempo de retorno a x.

*Pode depender de {Xo, ..., Xn}.

18



Tempos de parada (exs.)

2) Dado A C S,
HA =inf{n > 0: X, € A}: tempo de chegada em A.
Entdo {HA =0} = {Xo € A}, eparan>1
{HA=n}={Xo ¢ A,.... Xo 1€ A X, € A}
logo, HA é um TP.

3) Tempo de dltima visita: LA = sup{n >0: X, € A}
N3o é em geral um TP: {L” = n} depende de {X,,, k > 0}.

No exemplo de slide 2 acima: T = L1}, (Mas considere o exemplo

001
P=[1 0 0])
001

4) Tempos deterministicos sdo TP's.
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Teorema 1 (Propriedade Forte de Markov — PFM)

Seja (X,) uma CM e T um TP. Entdo Vx; y1, ..., ¥n: X0,X1,... €S

P(X7ti1=y1,-- s X740 = Yal T <00, X0 = x0,...,X7-1 = x7_1, X7 = X)
:PX(XI :)/1a-~-7Xn:)/n)7 n= 1

Obs. O Teorema 1 diz que se T < oo, entdo, dado que Xt = x,
i) (X741, .., X74n) é independente de (Xp, ..., X7-1), e

ii) tem a mesma distribuicdo que (Xi, ..., X,) sob P,.

20



Dem. do Teorema 1
Para n > 0. fixo, sejam os eventos
A={T <00,Xp = x0,...,XT-1 = x7-1, XT = X},
B={Xri1=y1,-- -, XT1n=yn} €
C={X1=y1,...,. X0 = yn}.
Queremos mostrar que P(B|A) = P(B N A)/P(A) = Px(C). (*)

P(B N A)
o0 DZ

=3 P(T=0Xo =X, Xo—1 =X—1,X¢ = %, ..., Xen = Yn)
£=0

= P(Xer1 = Y1, -, Xexn = Yal Xe = x, D) (X, = x, D)
=0

Dado X; = x, Dy s6 depende de {Xo, ..., Xy—1}; da propriedade de
Markov (incluindo a homogeneidade temporal):

P(BAA) =P (Xy = y1, ..., Xn = yn) 5202, P(X; = x, Dy) = Py (C)P(A).
Substituindo em (), segue o resultado. O
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Exemplo — Passeio aleatério simples em 7Z

g=1-pe(0,1)

-2 -1 0 1 2 P x-1 X x+1

H, = tempo de chegada em x = H*Y, x ezt
Dado que Xp =2 e H; < oo, temos que Hy = Hi + Ho, onde
Ho = inf{n>0: Xp, 1, =0}1

Pela PFM, temos que, sob P,(:|H; < 00), Ho é independente de
H; e tem a mesma distribuicdo que Hp sob P;.

Obs. Temos ainda que H; sob P, tem a mesma distribuicio que
Ho sob Py, pela homogeneidade espacial do PASS.

Tusando a notacio do Exemplo 2 acima
iH1 =00= Hy =0
SP(x,y) = P(0,y —x) ¥ x,y
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PAS em Z (cont.)

Logo, para 0 < s < 1, temos (lembrando que, nesse caso, s> = 0)
Ea(sM0) = Ea(s™, Hy < 00) = Eo(sM+H|Hy < 00) Po(H < o0)
= Ea(s|Hy < 00) x Ea(s™|Hy < 00) x Py(Hy < o0)
Ea (s | Hy <00, X, =1)"2" I, (sH0)
= Ey(s™, Hy < 00) Eq(s) = Ey(sM) Ey(sT0) =: ¢?(s),
onde = segue da observacio ao final do slide anterior.
Por outro lado, pela Propriedade de Markov simples
0(s) = Ba(s™) = pEy(sHHl) + qBo(sH) = ps¢2(s) + gs. (%)

Logo, para cada s € [0,1), ¢(s) satisfaz a equagdo psx? — x + gs = 0,

1+ /1 — 4pgs?
cujas raizes s3o 2—pqus Como ¢ é continua em [0,1) e
4(0) = 0:
1—+/1— 4pgs?
os) = TV R (+
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PAS em Z (cont.)

1) Pi(Ho < @) = ||m @(s) *)ﬂ: {iv p<gq; (1)
p P p>q.

2) Expansédo de Taylor de (*) em torno de 0. Para k > 1:

f(t)
%=1 t=0 1

—_——
%(1—V1—t):1'3'2“/53[(1_1)%(1_ t) T = 2k 1 24 2k 2K

__1 200 1y1 1 (KN 1oy 1 (2ky 1 g
_2k71{ KU 2K f 2K = 2k—1 (k1)2 k'_zkfl(k)M k!
N———’

ak

Expansdo de Taylor de f em torno de 0: f(t) = >, akth. Logo

$(5) = 255 (4PG5°) = Y41 30 1)( ) A ph1gksti? =50

0, se j for par,
onde p; = 1 (J+1\ o1 . , (2)
5l P a7, se for impar.
2

24



PAS em Z (cont.)

Identificando: de (2) e ¢(s) = >_ ;5 P1(Ho =) s/, segue que
Pi(Ho=j)=pj,j > 0.

Valor esperado

E1(Ho, Ho < 00) = limg 1 ¢/(s)

Em vez de partir de (*), vamos diferenciar (x) em (0,1):

+q __ 1
=15 P
2 (1) — =
¢ = pd? + 260/ +q = o = LOEL Foe pm9
N\ 2
<lem[0,1) P27+q _ q/p
27 ~ 1-2q0 P> 4
Logo,
1 ) 1
E1(Ho) = 175, se p < g; e E1(Ho[Ho < o0) = =29 ¥ P-
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Valor esperado (cont.)
Seja Ex(Hp), x > 1, p<1/2.

Notemos que dado que Xy = x, temos
Ho= A1+ He o+ + H + Fo, onde Hy_y = H,_1 e

I:IZ:inf{nZO:X,:, =z}, z<x—1

X71+"'+Flz+l+n
Homogeneidade espacial: sob P, l:lx_l ~ Hy sob P, e logo
Hy_1 < 00 qc.

Da PFM, sob P,, I:Io, ..., Hx_1 sdo iid ~ Hy sob IP1, e logo sdo
todas finitas quase certamente.

Segue prontamente que

EX(H()) = XEl(Ho) = 1_ 2p-
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